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1. EINLEITUNG 
In dieser Arbeit untersuchen wir Eigenschaften von schwach tscheby- 
scheffschen Teilvektorraumen von C[a, b], versehen mit der Supremumsnorm. 
Dies sind lineare Raume der Dimension II, deren Elemente hiichstens n - 1 
Vorzeichenwechsel in [a, b] besitzen. Wir beweisen zunachst, dal3 jeder 
schwach tschebyscheffsche Raum der Dimension 12 schwach tschebyscheffsche 
Teilraume Gi der Dimension i mit G, C Gz C ... C G,-l C G, = G enthalt 
(Satz 2.6). Fiir den Beweis verwenden wir einen Satz von Krein (Lemma 2.4), 
der eine entsprechende Aussage fiir tschebyscheffsche R&me, die auf 
offenen Intervallen definiert sind, gezeigt hat. AuBerdem benutzen wir ein 
Lemma (Lemma 2.5) von Jones-Karlovitz [3], wonach die Elemente eines 
beliebigen schwach tschebyscheffschen Raumes sich als gleichmal3ige 
Grenzwerte von Elementen aus tschebyscheffschen Raumen darstellen lassen. 
Die Aussage von Satz 2.6 wurde von Zielke gleichzeitig und unabhangig von 
uns gefunden. Er beweist sie jedoch mit anderen Methoden. 
Im weiteren wenden wir Satz 2.6 auf schwach tschebyscheffsche RBume 
G der Dimension rt an, deren nicht identisch verschwindende Elemente 
hiichstens endlich viele Nullstellen besitzen. Wir zeigen (Satz 3.3), dal.3 es 
eine endliche Punktmenge X = {x1 ,. . ., x,} C [a, b] gibt, so da13 alle Elemente 
von G auf X n (a, b) verschwinden und in [a, b]\X hiichstens n - 1 Nullstellen 
besitzen . 
Schwach tschebyscheffsche RBume mit dieser Eigenschaft haben in 
jiingster Zeit eine gewisse Bedeutung erlangt, weil man unter bestimmten 
Bedingungen die Existenz von stetigen Schnitten fur die metrische Projektion 
nachgewiesen hat (sh. Definition 4.1). Niirnberger-Sommer [6, 71 haben 
bewiesen, da13 fiir schwach tschebyscheffsche n-dimensionale Raume G C 
C[a, b], deren nicht identisch verschwindende Elemente hiichstens n ver- 
schiedene Nullstellen in [a, b] besitzen, genau ein stetiger Schnitt existiert. 
Urn die Existenz von stetigen Schnitten nachzuweisen, ist es also sinnvoll, 
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schwach tschebyscheffsche Raume mit dieser Eigenschaft zu untersuchen. 
Diese Untersuchungen ergeben sich als unmittelbare Folgerungen aus den 
oben angegebenen Satzen. Wir zeigen (Satz 4.6), dal3 es genau die RBume sind. 
die nach Entfernen eines Punktes von [a, 61 in der verbliebenen Teilmenge 
tschebyscheff sind. 
AulJerdem berichtigen wir (Satz 4.8) in allgemeinerer Form eine Aussage 
von Bartelt [I], der zu beweisen versuchte, dab ein schwach tschebyscheflscher 
Raum G mit 1 E G, dessen Elemente hiichstens endlich viele Nullstellen 
besitzen, tschebyscheff in [a, h] ist und geben ein Gegenbeispiel (Beispiel 4.9) 
zu dieser Aussage. 
SchliefYich untersuchen wir schwach tschebyscheffsche Raume. die X- 
tschebyscheff sind. Dies sind R&me G (sh. [9, S. 1251). fur die die Menge der 
Minimallijsungen beztiglich G fiir jedes ,f’ aus C[a. h] hiichstens tin /<- 
dimensionales Polyeder bildet. Wir bevveisen (Satz 4.12) dab diese Raume 
fiir k < M tschebyscheff in (a, h] und in ]a. 6) sind. falls ihre nicht identisch 
verschwindenden Elemente hiichstens endlich viele Nullstellen in [a. h] 
besitzen. 
2. VOLLSTANDIGE TSCHEBYSCHEFFSCHE RAUME: 
Zunachst sei C[a. h] vorgegeben. Wir beniitigen folgende Festlegung. 
DEFINITIOK 2.1. Eine Nullstelle s,, von ,f’ aus C[u, 61 heibt cirlfbche 
Nullstelle, wenn ,f in x,, das Vorzeichen uechselt, bzw. wenn s,, u oder 
x,, b ist. Eine Nullstelle x,, aus (a. h) von .f’ aus C[u, b] heibt z~~~iJic/ze 
Nullstrlle, wenn ,f in x0 das Vorzeichen nicht wechselt. 
Im folgenden zahlen wir einfache Nullstellen als eine Nullstelle und 
zweifache Nullstellen als zwei Nullstellen. 
Wir untersuchen ,z-dimensionale Teilraume G von C[n, b] mit foigenden 
Eigenschaften. 
DEFINITION 2.2. (a) G heiRt tsc/~ebJS.w/wf;r’ in /lf C [u, b], falls jedes g 
aus G hiichstens /z ~ I Nullstellen in M besitzt. 
(b) G heil3t schr~uch tscllebl~sc/wJ; falls jedes g aus G hochstens H 1 
Vorzeichenwechsel in [a, b] besitzt (dh. es existieren keine n ;. 1 Punkte 
a 5: x,, c .. < x,, --: b mit ,7(x,) g(~,~ ,) <I 0, i o..... I? ~ 1). 
DEFINITION 2.3. G heibt collsthdig (schwuci~) tsc/?ebJSschefj~ falls G eine 
Basis {gJy=r mit der Eigenschaft besitzt: G’: =- gr ,..., g,.‘ ist (schwach) 
tschebyscheff fur alle r = I,..., t7. 
Man nennt diese Basis (scI~wucIw) Murkor-Basis. 
Rutman [8] zitiert folgende Aussage von Rrein. 
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LEMMA 2.4. Ist M ein ofenes reelles Interval1 und G ein n-dimensionaler 
tschebyschefscher Teilvektorraum van C(M), dann ist G vollstiindig tschebyscheff 
auf AL 
Wir beweisen in dieser Arbeit zunachst eine Bhnliche Aussage fiir schwach 
tschebyscheffsche Raume. Wir verwenden daw die Transformation Tt : 
G + C[a, b], definiert durch 
Nach Jones-Karlovitz [3] gilt: 
LEMMA 2.5. Sei {gi}rzl eine Basis eines schwach tschebyschefichen 
Raumes G. Dann ist fir alle t > 0 Gt := (T,( gl),..., T,(g,)) C C[a, b] ein 
tschebyscheffscher Raum. Aujerdem konvergieren auf jedem Interval1 [a’, b’] 
mit a < a’ < b’ < b die Funktionen Tt( gi) gleichm$3ig egen gi fiir t + 0, 
i=l n. ,-..> 
Dieses Ergebnis fiihrt uns zu folgender Aussage. 
SATZ 2.6. Jeder schwach tschebyscheffsche n-dimensionale Raum G ist 
vollstiindig schwach tschebyscheff. 
Beweis. Wir erweitern den Definitionsbereich von G auf [a - E, b + E] 
(e > 0) durch folgende Festlegung: 
e := g E C[a - E, b -i- ~1 I m,bl E G 
/ 
A g(x) = s(a), 
sqa-E*U] 
Dies ist notig, weil nach Lemma 2.5 gleichmHl3ige Konvergenz der Funktionen 
von Gt gegen Funktionen von G nur auf kompakten Teilintervallen von 
(a, 6) folgt. Wir wenden die Transformation Tt (t > 0) auf c an und erhalten 
die n-dimensionalen Teilraume Gt von C[a - E, b + ~1. Nach Lemma 2.5 
ist Gt tschebyscheff fur alle t > 0. Nach Lemma 2.4 existiert eine Basis 
{ g,,}rZ1 von c?, , die im Interval1 (a - E, b + l ) eine Markov-Basis bildet. 
OBdA nehmen wir {git}rEk, als Orthonormalsystem beziiglich des Skalar- 
produkts (g, h) : = J’L g(x) h(x) d x an. Dies ist such in e ein Skalarprodukt. 
Nun folgt unter Verwendung von Lemma 2.5, daI3 fur eine antitone Nullfolge 
(tj}jGN n Funktionen (gi}zl in e mit 
&t, + gi > i = l,..., n, 
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wobei die gleichmBDige Konvergenz auf jedem kompakten Teilintervall von 
(a - E, b T c) gilt, existieren. Aus Stetigkeitsgriinden ist dann {gl)y=l ein 
Orthonormalsystem in G und deshalb eine Basis in (7, dh. G RI .“‘T <Y,, 
Weil fiir alle i die Funktionen aus G;‘, : ,s],, . . . . . g,, fiir I i’ 17 
hijchstens r I Vorzeichenwechsel besitzen und weil siih in jedem Teil- 
interval] [a’, b’] von (a c. b t) die Funktionen aus Gr : g, ,. . . ,g,. 
als gleichmgl3iger Grenzwert van t‘unktionenfolgen aus {(?i;i,c,~ darstellen 
lassen, folgt, daB jede Funktion aus G? hiichstens I 1 Vorzeichenwechsel in 
[a’, b’] besitzen kann. 
Deshalb bilden die Funktionen i/r,):’ , aus C;, dcfiniert durch 
A h,(.v): X,(-Y). i I...., /I 
.Jk111.11, 
eine schwache Markov-Basi5 van G. 
3. FUNKTIONEZ MIT LNDLICH VIELEN NULLSTELLEN 
Im folgenden wenden wir Sate 2.6 auf schwnch tschebyscheffsche Teil- 
vektorrgume an, deren Elemente keine Nullstellenintervalle in [a, b] besitzen. 
Sei G stets ein I?-dimensionaler Teilvektorraum von C[a, b]. Fiir g aus G 
bezeichne Z,(g) die Menge der zweifachen Nullstellen von g in [a. b]. 
Wir benBtigen folgendes Lemma. 
LEMMA 3.1 [3]. G ist sch\~~aclt tscheb~~sch~~’ genazr dam, w’etttt zzt jeder 
Verteilung a === x,, i x, - . x,, , .._ s,, h eit7 g F G, g -- 0. tt7ir 
(- l)‘-‘lg(x) 0. xi 1 c, .y -. .v, . i --: I ,..., tt 
existierr. 
Daraus und unter Verwendung von Satz 2.6 erhalten wir 
LEMMA 3.2. Sei G schwa& rschebyschejl Jedes g t G. g 7~ 0, brsirzr 
hiichstens endlich ciele Nullstellen in [a, b]. Dann gilt: Es existierf eine Basis 
{g,L 2m G mit &(gd ~-~ Z,(~~,) ... &(sJ. 
Beweis. Nach Satz 2.6 existiert eine Basis {/7i):lT~l von G, so dafi der 
Teilvektorraum (II, ,..., /7,> C C[u. b] schwach tschebyscheff mit der Dimen- 
sion i fiir jedes i = I,..., n ist. 
Wir setzen: gI : /I~ . 
Unter Verwendung von Lemma 3.1 wghlen wir fiir i = 2,..., ng, E _ h,,....h, 
so aus, daIj gi genau i -- 1 Vorzeichenwechsel in [a, b]‘l,Z,i( gI) besitzt. Dann 
ist /g, ,.... c !, 4.1 ebenfalls schwa& tschebyscheff mit der Dimension i fiir 
jedes i -= I . . . . . 17. Falls nun Z,( g,) _’ fiir i I ..,., n ist, sind wir fertig. 
Sei also 2 E Z,( g?,,) fiir ein i,, E { I,..., n). 
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Wir zeigen : Z,( gi,> C Z,( gI). 
Seien a<yI<... < JQ < b alle verschiedenen Nullstellen von giO in 
(a, b). Dann ist 
KS, := i=yiy t II iTi0 lI[lli,Yi+J > 0, , . 1 
wobei y, : = a und JJ~+~ := b sei. Falls 5 6 Z,(g,), besitzt die Funktion 
K. 
a0 - E +pg, E = 31 
in einer Umgebung von 3i: mindestens zwei Vorzeichenwechsel und, da gio 
genau i. - 1 Vorzeichenwechsel besitzt, weitere i,, - 1 Vorzeichenwechsel in
[a, b]. Dies ist jedoch ein Widerspruch, da (g, ,..., g[,) schwach tschebyscheff 
mit der Dimension i,, ist. 
Deshalb gilt: Z,(gi) C Z,(g,), i = 2 ,..., II. 
Wir zeigen nun, da13 Zd(giO) C Z,(gi,+l) gilt. Sei 5 E Z,( g,J, aber f 6 
Z,( g,,,l). Dann ist 5 E Z,(g,) wegen Z,(gi,) C Zd(gI) und deshalb ist nach 
Konstruktion gi,+l(z) # 0. Dann besitzt aber die Funktion 
mindestens i. + 1 Vorzeichenwechsel in [a, b]. Dies ist wiederum ein Wider- 
spruch, da (g, ,..., g,,+l) schwach tschebyscheff mit der Dimension i,, + 1 ist. 
Daraus folgt sofort: Z,(g,) = Z,(g,) = ... = Z,(g,). 
Wir erhalten foigenden Satz, der die schwach tschebyscheffschen Teil- 
vektorraume von C[a, b] charakterisiert, deren Elemente nur endlich viele 
Nullstellen zulassen. 
SATZ 3.3. Sei G schwach tschebyschefl. Jedes g aus G, g # 0, besitze 
hiichsrens endlich uiele Nullstellen in [a, b]. Dann existiert eine endliche 
Punktmenge XC [a, b], so daJ,jedes g aus G, g # 0, hiichstens n - 1 Null- 
stellen in [a, b]\X besitzt, dh. G ist in [a, b]\X tschebyschefl. 
Fiir alle x E X n (a, b) gilt auflerdem g(x) = 0,fiir alle g E G. 
Beweis. Nach Lemma 3.2 existiert eine Basis { g,}rEI von-G mit 
z&h) = &bJ = ... = Zd( gn). 
Wir definieren: 
Y : = Z,(g,) falls g, g” E G mit g(a) # 0 und i(b) f 0 
existieren; 
Y : = Z, ( gI) u {a> falls g(a) = 0 fur alle g E G gilt und 
ein ,$ E G mit g(b) # 0 existiert; 
Y : = Z,( g,) u {b} analog wie in (3. lb); 
Y : = Z,( gJ u {a, b} falls g(a) = g(b) = 0 fur alle 
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Wir unterscheiden: 
(I) Wir zeigen zunachst, da13 in den Fallen (3.l)b-(3.ld) G in [a, 6]\1’ 
tschebyscheff ist Wir untersuchen nur den Fall (3.lb). Die Fllle (3.1~) und 
(3. Id) behandelt man analog. 
Falls G in [a, b]\Y nicht tschebyscheff ist, existiert ein g E G. g + 0. mit II 
verschiedenen Nullstellen in (a, h]\Z,( gl). Seien a < ~r -e: ... < yt :.-: h alle 
verschiedenen Nullstellen in [a, b]\Y. Wir konstruieren ein g” E G, 2 i 0. 
welches 17 ~~~ 1 Vorzeichenwechsel und eine weitere Nullstelle in [a. h]: Y 
besitzt. Sei .? : = max{x E (a. b) / g(x) L 0). Seien a <: z1 < ... < z, ::. i- die 
Vorzeichenwechsel von g in [a, h]. Wir wahlen weitere IZ -- I’ I Punkte 
Z < z,~~ < ... < -?,l I < b mit z, $ Y, i m= r -+ I,.... II - 1. Nach Lemma 3.1 
existiert ein g E G, 2 # 0, mit E(- I)‘~(,~) _ 0. z;~ 1 i x < zi, i I...., ?I. 
E ~~ 51, wobei :,, : m: u und L,, : === h sei. Dabei sei E so gewahlt, dal!, 
sgn( g(x)g(x)) ;X 0 fur x E [a, =,.,-J gilt. Nun ist K : =m min,,, ,..., [)I g Ilr?,i,a,,l 0. 
wobei ~1” : = a und )st+r :~~ h sei. Die Funktion g - K/(2 I/ iii) 2 ist an 
mindestens einer doppelten Nullstelle von g ebenfalls Null, da sonst g 
K/(2 ]I g” 11) g mindestens II Vorzeichenwechsel in [a, b] besitzt. Deshalb 
besitzt g” 77 ~~ 1 Vorzeichenwechsel und eine weitere Nullstelle 2 in [a, h], Y. 
Da (5, z1 ,..., z7( ,) n Y ist, besitzt keine der Basisfunktionen ,si . 
i r= l,..., n. in einem der Punkte 2, z1 ,..., zndl eine doppelte Nullstelle. 
Deshalb gibt es ein c E R, so dal3 ftir mindestens ein i E { I,..., /I} die Funktion 
g’ - cgi II Vorzeichenwechsel in [a, b] besitzt. Dies ist jedoch ein Widerspruch. 
Wir setzen X : =: Y. 
(2) y ;= Zdg,). 
Wie in (1) kann man zeigen, dab kein g g G, g -: 0, mit n verschiedenen 
Nullstellen in (a, b]‘\ Y bzw. in [a, b)‘\ Y existiert. 
Falls nun ein g E G, g i 0, mit g(a) g(b) :-= 0 und weiteren II 2 
verschiedenen Nullstellen in (a, b)\ Y existiert. setzen wir 
.li : YU{U] 
oder 
x : Y u {bj. 
Falls kein g E G. g + 0, mit dieser Eigenschaft existiert, setzen wir X : 1.. 
Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Der zweite Teil ergibt sic11 
unmittelbar aus Lemma 3.2. 
Aus diesem Satz ergeben sich einige Folgerungen, die zum Nachweis der 
Existenz stetiger Schnitte fur die metrische Projektion von besonderer 
Bedeutung sind. Dies werden wir im nachsten Paragraphen zeigen. 
Zungchst geben wir ein Beispiel fur einen schwach tschebyscheffschen 
Teilvektorraum von C[-3, 21 der Dimension 2, der Elemente enthalt. die 
bis zu vier verschiedene Nullstellen besitzen. 
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BEISPIEL 3.4. Sei G = (gl , gz> mit 
g,(x):=lx+21 -3<x<-1 
=lXI -l<x<l 
=1x-2! 1 <x<2; 
gz(x) : = (x + 2)(-x - 1) -3<x<-2 
= (x + 2)(x + 1) -2<x<--1 
= -x(x $- 1) -1 <x<o 
=x(1 +Qx) O<x<$ 
= -12 +22x - 8x2 $<x<2. 
Es ist Z,( gl) = Z,( gz) = (-2, O> und X = (-2, 0, 2). G ist deshalb 
tschebyscheff in [-3,2]\(-2,0, 2) nach Satz 3.3. 
FIG. 1. Beispiel zu Satz 3.3. 
4. ANWENDUNGEN AUF STETIGE SCHNITTE 
DEFINITION 4.1. Fiir eine nichtleere Teilmenge G eines normierten 
Raumes E sei P&) := (g, E G I Ilf - g, jj = inf{[lf - g [/ I g E G}} fi.ir alle 
f aus E. PC definiert eine mengenwertige Abbildung von E in 2G, dem System 
aller Teilmengen von G, die man als metrische Projektion beziiglich G be- 
zeichnet. Eine stetige Abbildung s von E nach G heil3t stetiger Schnitt fiir PC 
(im folgenden nur stetiger Schnitt genannt), falls s(f) aus P,(f) fiir alle f 
aus E ist. 
In jiingster Zeit wurde die Existenz von stetigen Schnitten fiir spezielle 
schwach tschebyscheffsche Teilvektorr%ume von C[a, b] von Niirnberger- 
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Sommer [6, 71 nachgewiesen. Dabei wurde erkannt. da13 sich in schwach 
tschebyscheffschen R&men als Auswahlfunktion s(f) jedes .f aus C[a. h] 
sogenannte Alternantenelemente anbieten. 
DEFINITION 4.2. Fiir einf aus C[a, b] heil3t g au5 P(‘,;(f ) i2/terrratr/rttrlrtilelli 
fiir f genau dann, wenn mindestens II I verschiedene Punkte u .y,, 
x, -. “. -: x,, ::; h mit t( I )’ (.f ~~ g)(x,) I f g ~~. i 0 . . . . . t1. t I 
existieren. Man nennt die Punkte CI .Y,, i .Y~ . .” < s,, h alternieret~de 
E.xtremalpmkte von ,f‘ ‘7. 
Die endlich-dimensionalen Teilvektorrgume von C[a. h]. die fiir jedes ,f 
aus C[a, 61 mindestens ein Alternantenelement besitzen. wurden bon Jones-- 
Karlovitz [3] charakterisiert. Es sind genau die schwa& tschebyscheffschen 
Rgume. 
SATZ 4.3. Eitt n-ditnetlsiot?ulrr Teilcektorraum G rot1 C[a. b] ist .sc~h~cwc~i~ 
tschebl>schefS genazr datm, wvtm ,ftir jedes ,f’ arts C[u. h] ntindestetts ritt .4/tcr- 
nnntetlelement azt,F P,(.f) exisfiert. 
Im folgenden sei G ein /I-dimensionaler schuach tschebyscheftSchcr Teil- 
vektorraum von C[a, h]. 
Niirnberger-Sommer [6] bewicsen folgenden Satr. 
SATZ 4.4. Existiert ,fiir jedes ,f’ aus C[a, b] genau eitt illtert~at~tet~elc~tt~~~ttt 
‘Yf aus P,(f ), so ist s: C[a. b] -+ G. d<finierf durch .s(.f) g, ,fiir alle ,f’ uu.\ 
C[a, b], ein stetiger Srhnitt. 
Urn stetige Schnitte nachzuweisen. ist es also sinnvoll. ~hwach tschebyscheft- 
sche R%ume zu finden, die fiirjedes,faus C[a. h] genau ein Alternantenelement 
zulassen. 
Niirnberger und Sommer [6] gaben folgende Charakterisierung. 
SATZ 4.5. Jedes f aus C[a, b] besitzt getrau eirz Altert~atttenelerttett~ g, 
aus P,;(J) genau dann, wenn ,jedes g aus G, g ‘, 0. hci’chstetis II rerschiedene 
Nullstellen in [a, b] besitzr. 
Nach Satz4.4 besitzen diese R%ume also einen stetigen Schnitt.Niirnberger ~- 
Sommer zeigten sogar, da13 dies der einzige stetige Schnitt ist. 
Wir werden nun einige Folgerungen aus Satz 3.3 ableiten. Wir behandeln 
stets schwach tschebyscheffsche Rgume, deren nicht verschwindende Elemente 
hiichstens n verschiedene Nullstellen in [a. b] besitzen. 
Aus Satz 4.4, Satz 4.5 und der anschliefienden Bemerkung folgt. da0 
diese RLume genau einen stetigen Schnitt zulassen. 
Zuerst untersuchen wir das Aussehen dieser Rgume. 
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SATZ 4.6. Jedes g aus G, g f 0, besitze hiichstens n verschiedene Null- 
stellen in [a, b]. Dam existiert ein x1 aus [a, b], so daJ G in [a, b]\(x,} 
tschebyschef ist. 
Ist x1 aus (a, b), so gilt g(xJ = 0 fiir alle g aus G. 
Beweis. Wir wenden Satz 3.3 an und miissen nur noch zeigen, dal3 wir 
nur einen Punkt aus [a, b] wegnehmen miissen, urn die Behauptung zu 
zeigen. 
Da nach Satz 3.3 alle g E Gin X n (a, b) verschwinden, folgt, dal3 X A (a, b) 
einelementig ist, da andernfalls unter Verwendung von Lemma 3.1 ein 
g E G, g f 0, mit n + 1 verschiedenen Nullstellen in [a, b] gefunden werden 
kann. Analog zeigt man, dalj {a, b} Q Xist. 
Falls g(a) = 0 fur alle g E G ist, erftillt x 1 : = a die Bedingung und falls 
g(b) = 0 fur alle g E G ist, erfiillt x1 := b die Bedingung. 
1st g(a) # 0 fur ein g E G und g”(b) # 0 fur ein 2 E G, so folgt nach dem 
Beweis von Satz 3.3: 
(a) X = &(g,) u {a} oder X = Z,( gl) u {b}, falls ein g E G, g # 0, 
mit g(a) = g(b) = 0 und mindestens n - 2 weiteren verschiedenen Null- 
stellen in (a, b)\Z,(g,) existiert. Ware Zd(gl) # @, so besitzt nach Satz 3.3 
die Funktion g eine weitere Nullstelle in (a, b) im Widerspruch zur Voraus- 
setzung. Deshalb ist G in (a, b] und in [a, b) tschebyscheff. 
(b) X = Z,(g,), falls kein g E G, g f 0, mit g(a) = g(b) = 0 und 
mindestens n - 2 verschiedenen Nullstellen in (a, b)\Z,(g,) existiert. Nach 
Satz 3.3 ist G in [a, b]\X tschebyscheff. Da nach dem oben gezeigten X 
einelementig ist, ist such in diesem Fall die Behauptung des Satzes bewiesen. 
BEISPIEL 4.7. Sei G : = (x2, x3 ,..., x~> C C[ -1, I]. Es folgt sofort, da13 
jedes g E G, g f 0, hiichstens n - 1 verschiedene Nullstellen in [--I, l] 
besitzt, da der Punkt 0 stets eine (im Sinne der Nullstellenzahlung bei Poly- 
nomen) mindestens zweifache Nullstelle ist. Falls g E G in [ -1, 0) u (0, l] 
n - 2 Vorzeichenwechsel hat, besitzt g im Punkt 0 keinen Vorzeichen- 
wechsel, da andernfalls der Punkt 0 sogar eine mindestens dreifache Nullstelle 
ware. Da g ein Polynom vom Grad <n ist, besabe dann g in [ -1,O) u (0, l] 
hijchstens n - 3 Nullstellen. Deshalb ist G schwach tschebyscheff mit der 
Dimension n - 1 und jedes g E G, g # 0, besitzt hijchstens n - 1 verschiedene 
Nullstellen. Aus Satz 4.6 folgt, dab g in [-1, l]\(O) tschebyscheff ist. 
Die nachste Folgerung von Satz 3.3 berichtigt eine Aussage von Bartelt [I], 
der zu beweisen versuchte, da8 jeder schwach tschebyscheffsche Raum G 
mit 1 E G und der zusltzlichen Bedingung, da13 jedes g E G, g # 0, nur 
endlich viele Nullstellen in [a, b] besitzt, in [a, b] tschebyscheff ist. Dies ist 
nicht richtig, wie Beispiel 4.9 zeigen wird. Dagegen gilt. 
SATZ 4.8. Besitzt G eine in (a, b) (bzw. in (a, b] bzw. in [a, b)) positive 
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Funklion und hat jedes g E G, g * 0. hiichstms eud/ich vie/e N~~llstellet~ ill 
[a, b]. so ist G tscheb?mheB’in (a, b) (hzrt,. in (a. b] bzw. in [a, b)). 
Be,r,ei.c. Wir beweisen den Satz nur fiir den ersten Fail. Aus Sate: 3.3 
folgt aber sofort. dal3 G in (a, h) lschebyscheff ist. denn andernfalla ver- 
schwindet jedes g an einem Punkt in (a, h). Dies ist jedoch nach Voraussetrung 
nicht erfiillt. 
NGrnberger+ommer [6] gaben ein Beispiel fiir einen schwach tsclteby- 
scheffschen Raum G der Dimension II I mit 1 + G. der in [ 1. I ) und in 
(- 1. I] tschebyscheff, aber in [ I, I] nicht tschebyscheff ist. 
BI-ISI~ILI 4.9. Sei II ciw gcrade natiirliche Zahl. Sci G : I..V~ii . .\-‘)
9, x3 (1 A-‘) .. . . . x-. .Y” ’ ( I A-“). 3” C C[ 1. I]. Die DifwiiL~im 
z’on G ist II I 
Jedes ::’ L G. g : 0, ist ein POl~ilOlll lam Gr-ad il 1 und ha1 deshalb 
in [ I. I] hiichstens /I I Nullstellen. 
Jedes g i- G 1%l3t sich darstellen als g /I~ li,! mit ir,( Y) XL’ i (I~,.+ 
und hp(x) s(l x2) XT’: a,; I.~2i. Unter Verwendung tines Reweises 
von Zielke [l2. S.681, kann man zeigen, da13 /I,( 2) -~~ /I~( ,?) fiir ein .\ j 
( K. I] u [I. x) ist, d.h. daD eine Nullstelle von g stets in ( x. I] i: 
[I, x) lie@. Deshalb ist G in [ 1. I) und in ( I, 11 tschebyscheff. G ist 
nicht tschebyscheff in [- I. I], da man eine Funktion ,?(A-) (I .\I”) 
x . xy=‘t a,,? 2 E G finden kann. die in [ -1. I] genau 11 I Lerschiedeno 
Nullstellen besitzt. 
Ein zweites Beispiel fiir solche Rgume fir.det man bei Brown [2]. de1 
einen 5dimensionalen Raum mit diesen Eigenschaften konstruiert hat. 
Eine weitere Folgerung von Satz 3.3 erhalten wir fiir schwach tscheby- 
scheffsche RBume, die zusBtzlich k-tschebyscheff sind. 
DEFINITION 4.10. Sei Q kompakt und sei G ein Teilvektorraum van C(Q). 
versehen mit der Supremumsnorm. G heiDt k-t.scheb~wheJ; wenn fiir jcdes 
faus C(Q) die Merge der Minimalliisungen p,;(f) hiichstens ein X-dimensio- 
nales Polyeder bildet. 
Bei Singer [9, S.1261, findet man folgende Charakterisierung der k- 
tschebyscheffschen Rgume. 
SAW 4. I 1. Sei G ein Teilrektorraum rot1 C(Q). Fiir jedes ,f‘ au.1 C(Q) 
bildet PJ f ) ein hiichstens k--ditilnensional~~s Poll.eder genau dam. \r‘eml je 
k + I linear unabhiingige Fwktionen g, . . . g,, _ , POH G h6chstcn.r II X 1 
gemeimatrle Nullstellen in Q besitzerl. 
Unter Verwendung von Satz 3.3 und der Sgtze 4.4 und 4.5 kiinnen wir nun 
such fiir spezielle k-tschebyscheffsche Teilvektorrlume von C[a, b] die 
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Existenz von genau einem stetigen Schnitt nachweisen. Dies verallgemeinert 
ein Ergebnis von Ntirnberger-Sommer [6]. 
SATZ 4.12. Sei G ein n-dimensionaler schwach tschebyscheffscher und 
k-tschebyscheflscher Teilvektorraum volt C[a, b], k < n. Jedes g E G, g + 0, 
besitze hiichstens endlich viele Nullstellen in [a, b]. Dann gilt: G ist in [a, b) 
und in (a, b] tschebyschef. 
Beweis. Da fiir i < k jeder i-tschebyscheffsche Raum such k-tschebyscheff 
ist, zeigen wir die Aussage des Satzes nur fur (n - 1)-tschebyscheffsche 
Raume. Wir wenden Satz 3.3 an und erhalten eine endliche Punktmenge 
XC [a, b], so da13 G in [a, b]\X tschebyscheff ist. Ware nun X n (a, b) # a, 
so ware g(x) = 0 fur alle x E X n (a, b). Da G (n - I)-tschebyscheff ist, 
besitzen aber n linear unabhangige Funktionen keine gemeinsame Nullstelle. 
Deshalb ist X n (a, b) = m. AuDerdem gibt es ein g E G mit g(a) # 0 und 
ein g” E G mit g”(b) # 0. Deshalb ist {a, b) Q X. Dies bedeutet, dalj G in 
(a, b] und in [a, b) tschebyscheff ist. 
Beispiel 4.9 ist ein Beispiel fur einen (n $- 1)-dimensionalen schwach 
tschebyscheffschen u d n-tschebyscheffschen Raum, der in [ -1, l] nicht 
tschebyscheff ist. 
Nach AbschluB dieser Arbeit erfuhren wir, dab Stockenberg [14] gleich- 
zeitig und unabhangig von uns mit anderen Beweisen zu Aussagen kam, die 
den Aussagen der Satze 2.6, 4.8, 4.12 im wesentlichen entsprechen. 
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